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GEOMETRIE SOUS-RIEMANNIENNE SUR LE GROUPE
D’HEISENBERG

NACEURDINE BENSALEM

ABSTRACT. L’objectif de ces notes est de décrire la géométrie de la distribu-
tion du groupe d’Heisenberg. A travers ce modéle, on expose aussi bien les
propriétés de base de la structure sous-riemannienne associée, ainsi que des
résultats de recherche récents.

Mathematics Subject Classification : 53C17, 53C22, 35H20.

Mots-clés : Distribution d’Heisenberg, accessibilité,
géodésique sous-riemannienne, minimiseur singulier
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1. SUMMARY

These notes entitled "Sub-Riemannian geometry on the Heisenberg group" are
mostly based on the work of authors cited in the monographs [1], [3], [4] and [9].
The Heisenberg group appears in various areas of mathematics. This is indeed
a reference space in control theory [10], [13], in Riemannian geometry [6], [14]
and [7] and in sub-Riemannian geometry, where this noncommutative Lie group is
considered as the prototype model. Through this object we present the concepts and
basic properties of this geometry (also known as Carnot geometry or nonholonomic
Riemannian geometry) as well as some results published recently. In the first part
we recall some basic geometric properties of the Heisenberg group of dimension
three "this geometry is sufficiently simple to be explicitly described and sufficiently
complicated to be interesting [6]". The second part is devoted to the application of
different objects of sub-Riemannian model. On the Heisenberg group, an important
role is played by the nonintegrable distribution generated by the vector fields, X; =
Oz, + 2290 and Xo = 0y, — 2210; :

D:xz— D, =span, {X;1, Xo}.

For this distribution, we give a characterization of horizontal curves as well as
algebraic and geometric properties. We also deal with the issue of accessibility
(or connectivity) of the distribution D, where we give a simple proof of the famous
Chow’s theorem. The third part is devoted to the problem of geodesics. We consider
first the Hamiltonian framework where the Heisenberg group is a good environment
to apply this formalism. In this context, a geodesic is a projection on the state
space of an extremal, i.e., a solution of the Hamiltonian system and every geodesic
is a horizontal curve. Then, we introduce a new structure defined by the connection
1-form w = dt — 2zodx1 + 2x1dxs, where D, = ker, w. The curvature 2-form of
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2 NACEURDINE BENSALEM

distribution D is defined as Q(U,V) = dw(U,V), U,V € D. The form Q describes
the extrinsic geometry of the Heisenberg distribution. If the sub-Riemannian metric
is defined by the vector fields X7, X5, which are orthonormal in this way, then the
intrinsic geometry of X; coincides with the extrinsic geometry of 2. From this
algebraic tool, we give explicit expressions of geodesics and their metric properties.
Using the Lagrangian point of view, in the case of the vector fields X; and Xs,
it follows that the geodesics are horizontal curves that satisfy the Euler-Lagrange
equations. On the Heisenberg group the Lagrangian has good properties by left
translations allowing, in particular, to study the metric properties of geodesics. The
final section highlights the existence of certain "exceptional" geodesics. In general,
there are two classes of geodesics in sub-Riemannian geometry. The first generalizes
the Riemannian case, these are curves that are projections of the trajectories of the
Hamiltonian field. These geodesics are called normal (or regular). The second
ones are the minimizers curves which are not projections of the trajectories of the
Hamiltonian field, called abnormal (or singular), discovered by Montgomery [11].
Notice that, the intersection of two classes is not empty. For this purpose, let us
briefly present and discuss the singular minimizers in the case of the vector fields

Xl = 0951 + Al(m)at, XQ = &62 - AQ(JJ)(%,

with Ay, A2 € C1(R3). The distribution D = span{X;, X} is not integrable if and
only if

041 0y

81‘2 3.221
If g is a sub-Riemannian metric, (R3, D, g) is called Heisenberg manifold [4]. For this
more general, we prove that if the nonintegrability condition holds, then there are
no singular geodesics for D. In particular, no singular geodesics on the Heisenberg
distribution.

2. INTRODUCTION

Ces notes intitulées "Géométrie sous-riemannienne sur le groupe d’Heisenberg"

sont basées principalement sur les travaux cités en références [1], [3], [4] et [9]. Le
groupe d’Heisenberg apparait dans de divers domaines mathématiques. Il s’agit
en effet d'un espace de référence en théorie du controle [10], [13], en géométrie
riemannienne [6], [14] et [7] et en géométrie sous-riemannienne ou ce groupe de
Lie non commutatif est considéré comme le modéle prototype. A travers cet objet
on présente les notions de base de cette géométrie (appelée aussi, géométrie de
Carnot ou non holonome), ainsi que quelques résultats publiés ces derniéres années.
Dans la premiére partie on rappelle certaines propriétés géométriques du groupe
d’Heisenberg de dimension trois. "Cette géométrie est suffisament simple pour
étre décrite explicitement et suffisament compliquée pour étre intéressante [6]". La
deuxiéme partie est consacrée & 'application des différents objets sous-riemanniens
au modéle en question. Sur le groupe d’Heisenberg, un roéle important est joué
par la distibution non intégrable, engendrée par les deux champs de vecteurs X; =
8,51 + 2x90; et Xy = 8952 — 2710, :

D:z— D, =span, {X;, X5}.

Pour cette distribution, on donne une caractérisation des courbes horizontales
ainsi que des propriétés algébriques et géométriques. On aborde aussi la question
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de l'accessibilité de la distribution D, ot on donne une démonstration assez simple
du célebre théoréeme de Chow. La troisiéme partie est consacrée au probléme des
géodésiques. Nous nous plagons d’abord dans le cadre hamiltonien, ot le groupe
d’Heisenberg est un bon environnement pour appliquer ce formalisme. Dans ce
contexte, une géodésique est une projection sur I’espace des états d’une extrémale,
i.e.,d’une solution du systéme hamiltonien, et toute géodésique est une courbe hor-
izontale. On introduit ensuite une nouvelle structure définie par la 1-forme de
connexion w = dt — 2xodx1 + 2x1dxo, 00 D, = ker, w. A cette forme w est associée
une 2-forme 2 appelée la 2-forme de courbure 2 = dw. Ce nouveau outil algébrique
permet de décrire la géométrie extrinséque de la distribution. Si la métrique sous-
riemannienne est définie par les champs de vecteurs Xi, Xs, alors la géométrie
intrinséque des champs de vecteurs X; coincide avec la géométrie extrinséque de
Q. En utilisant cette structure, on donne des expressions explicites des géodésiques
ainsi que leurs propriétés métriques. On aborde aussi le point de vue Lagrangien,
dans le cas des champs de vecteurs X; et Xo, il vient alors que, les géodésiques
sont les courbes horizontales qui satisfont les équations d’ Euler-Lagrange. Sur
le groupe d’Heisenberg, le lagrangien posséde de bonnes propriétés via les trans-
lations & gauche, ce qui permet en particulier d’étudier les propriétés métriques
des géodésiques. Dans la derniére section on mettra en évidence 'existence de
certaines géodésiques "exceptionnelles". En géométrie sous-riemannienne, il existe
en général, deux classes de géodésiques. La premiére, généralise le cas rieman-
nien, ce sont les courbes qui sont projections de trajectoires du champ hamiltonien,
appelées géodésiques normales (ou régulieres). La deuxiéme, formée des courbes
minimisantes qui ne sont pas projections de trajectoires du champ hamiltonien,
appelées géodésiques anormales (ou singuliéres), a été découverte par Montgomery
[11]. Notons que l'intersection des deux classes n’est pas vide. A cet effet, on fait
une bréve présentation et discusion des minimiseurs singuliers dans le cas des deux
champs de vecteurs

Xl = 8951 + Al(:c)at, X2 = 812 — Ag(ac)(?‘t,

avec A1, Ay € C1(R?). La distribution D = span{X;, X2} est non intégrable si et
seulement si

0A;  0A,

— 4+ = #0.

8.’1)2 + 8$1 ?é

Si g est une métrique sous-riemannienne, (R3, D, g) est appelé variété d’Heisenberg.
Pour ce probléme plus général, on montre que si la condition de non intégrabilité
a lieu, alors pas de géodésiques anormales. En particulier, pas de géodésiques
singuliéres pour la distribution d’Heisenberg.

3. QUELQUES PROPRIETES DE BASE DE LA GEOMETRIE DU GROUPE
D’HEISENBERG

Dans ce qui suit, on va décrire certaines propriétés de la géométrie du groupe
d’Heisenberg. On considére le sous-groupe H de SL(3, R) défini par

1 1 X3
(1) H= 0 1 z9 |, xy, ®, x3 ER 3,
0 0 1
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H s’appelle le groupe d’Heisenberg de dimension 3. Il est diffeomorphe a R? et sa

multiplication est donnée par

(2) (21, x2, x3)(X1, T2, &3) = (x1 + X1, T2+ T2, x3 + I3+ 21 T2).

Notons L, la translation a gauche par a sur H (en tant que groupe de Lie), c’est
a dire le difféeomorphisme de H défini par L,z = az. Un champ de vecteurs X sur

H est invariant & gauche si

deaXz = Xawa

ou dyL, : T,H — T,,H est la différentielle de L, en z.

I'identité T.H s’identifie & I’algébre de Lie

0 wp wus
h= 0 0 we
0 0 0O

On voit que h est engendrée par Uy, Us,Us ol

La structure d’algébre de Lie de h est donnée par les crochets :

Uy, Us) = U Uy — UyUy = Us,

1 I
On note m = (z1,x2,23), la matrice 0 1
0 0

X1 =dLp(Uh),

1 Tr1 X3
X1 = dLm(Ul) = 0 1 T2
0 0 1
1 Tr1 X3
X2 = dLm(UQ) = 0 1 T2
0 0 1
1 r1 X3
Xs = dLn(Us) = | 0 1 ax
0 0 1

L’espace tangent & H en m = (1, 22, 23) est donc engendré par les champs de
vecteurs invariants & gauche {X1, X2, X3}. Par rapport a la base (0y,, Oy, , Oz,) de

T,,H, on obtient les relations

(4) X1 = 8117

X = dLy,(Us),

ces champs de vecteurs se calculent comme suit

o

0
0

Xo = Og, + 10z,

0
0
0

zs3
Z2
1
Uy,Us,Us de T.H se prolongent en des champs de vecteurs invariants a gauche

o

—_

1
0
0

uy,ug,ug € R

X3

de H.

= Oy,

X3 =dL,,(Us),

o o O

o O O

0
0
0

[Ul,U3] =0et [UQ,U?,} =0.

O O =

o O O

0
0
0

L’espace tangent en

Les vecteurs

8 oo o

O =

1
0
0
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En posant t = 4x3 — 2z129, on transforme les champs de vecteurs ci dessus en
les champs de vecteurs ci dessous, qu’on note aussi X7, Xa, X3

X, = 3751 — 2250, Xy = 6352 + 2110, X3 = 40;.

Considérons a présent les trois champs de vecteurs :
(5) X1 = Op, + 22204, Xy = Op, — 2210;,, X3 =0,

on s’intéresse 4 la loi de groupe de Lie sur R? telle que les champs de vecteurs X7,
X5 et X3 soient invariants a gauche. Comme h est nilpotente, 'application exp
:h —H est un diffeomorphisme. Six = (z1, 2, x3) et & = (21, T2, T3), on obtient
alors une structure de loi de groupe donnée par la formule de Baker—-Campbell—-
Hausdorfl,

. o1 TR
(xo); =+ + 3 E CipTiTr + ooy
Jik
ou les cé-  sont les constantes de strctures de fj données par:

3
X5, Xe] =) iy X
i=1

Dans le cas du groupe H on a

(X1, Xo] = —40; = —4X3, (X1, X3] = [Xo,X3] = 0,
d’ou les constantes de structures
C%z = 0%2 =0, 6?2 =—4
¢ty =chy =0, i=1,2,3.

On obtient alors

(I'OS\L')l = X +Z\L'1,
(xoX)y = xp+To,
(ZL' o i‘)g = x3+T3 + %(—4)(1‘1&)2 — .’172{,331).

Les champs de vecteurs X7 = 0, + 2220; et Xo = 9,, — 2210, sont donc
invariants a gauche pour la loi de groupe de Lie sur R3

(6) (z1, w2, x3)o0 (T1, X2, T3) = (x1 + X1, T2+ T2, T3 + Tz —2(z122 — T2d1)).

Ce groupe de Lie H = (Rg, o) est appelé le groupe d’Heisenberg symétrique.

Si on identifie H & C x R et on utilise la notation (z1,z2, t) = (z, t), avec
2z =mx +ixg € Cet t € R, alors pour (z,t) et (2, #) appartenant & H, la loi de
groupe est

(z,t) 0 (2,1) = (2 + 2, t+1+2Im(z2)).

Pour cette loi non commutative, I’élément neutre est (0, 0) et 'inverse d’un point

(2, t) est (—z,—t). Le centre du groupe est l'axe des ¢, c’est a dire {[0,¢], t € R}.
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4. STRUCTURE SOUS-RIEMANNIENNE SUR LE GROUPE D’HEISENBERG

4.1. Distribution sur le groupe d’Heisenberg. Une distribution D de rang k
sur une variété M est la donnée, une chaque p € M, d’ un sous-espace vectoriel
D, de dimension k, de T, M. La distribution D est dite différentiable, si chaque
point p posséde un voisinage U et k champs de vecteurs sur U différentiables, notés
X1, ...X, qui forment une base de Dp. On écrit D, = span, {X1,...Xy} et k est
appelé le rang de D. La distribution D est dite intégrable si, pour tout p € M,
il existe une sous-variété immergé N, C M contenant p et telle que T, N, = D,
pour tout ¢ € N,. On appelle N, variété intégrale de D en p. La distribution D
est dite involutive si [X, Y] € D pour tout X,Y € D. Cette derniére propriété est
équivalente & l'intégrabilté d’aprés le théoréme de Frobenius. En géomeétrie sous
riemannienne on utilise plutot la négation du théoréme Frobenius : La distribution
D est non intégrable si et seulement si elle est non involutive.

Considérons sur R3 la loi de groupe (donnée par 6)

(1, x2, 3) 0 (X1, T2, Z3) = (1 + &1, T2+ T2, xz + 23— 2(z122 — z2d1)).

On sait, d’apres la section précédente que les champs de vecteurs (donnés par 5)

X1 = O + 2290, Xo = 0py — 2210, X3 = 0

engendrent I’algébre de Lie du groupe d’Heisenberg H = (R?, o). On considére sur H,
la distribution engendée par les deux champs de vecteurs linéairement indédendants
X1 et Xz :

x — D, =span, {X;7, Xo}.

Comme [X7, X5] = —40, ¢ D, la distribution D est non involutive et donc non-
intégrable, d’apres le théoréme de Frobinus. On peut aussi définir la distribution
d’Heisenberg D par :

D, = ker, w,
ol w est la 1-forme (appelée stucture de contact standard) donnée par
(7) w = dt — 2xodx1 + 2x1dTo.

Pour une distribution définie par une 1-forme w sur R?, on a le résultat suivant
(voir [4]) :

(8) D est involutive < w A dw = 0.
4.2. Courbes horizontales.

Définition 4.1. Une courbe c : [0, 1] — R? est dite horizontale si ¢(s) € De(s),
pour tout s € [0, 1], i.e., le vecteur vitesse de ¢ appartient & la distribution.

L’horizontalité est une contrainte sur les vitesses, appelée aussi contrainte non-
holonome.

Pour le groupe d’Heisenberg on a la caractérisation suivante :
Proposition 4.1. Une courbe ¢ = (1, x2,t) est horizontale si et seulement si

(9) t 4221 ©y — 220d7 = 0.
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Démonstration. Elle vient de ’écriture suivante

C(S) = j?18$1 + j:géw + t&t
= 21X1 + 2o Xo + (t + 22189 — 2x2$1)at.

D’ou ¢ € D si et seulement si le coefficient de 9; est nul.
En utilisant la 1-forme w, la condition d’horizontalité s’écrit
w(e) = 0.
En géométrie de contact, la courbe c est dite legendrienne par rapport a w.

Corollaire 4.1. Une courbe ¢ = (x1,x2,t) est horizontale si et seulement si

(10) c=21X1 + 12X,

e Interprétation de la composante ¢ d’une courbe horizontale. Si o(s) =
(z(s), y(s)) est une courbe dans R? avec x(0) = 0 et y(0) = 0. Alors Paire orientée,
limitée par 'arc oy, 4 et le seguement de 0 & (x(s), y(s)) est donnée par (voir Figure

1)

(11) z(s) == / %(xdy —ydz).
o0, s]

Par différentiation par rapport a s, on obtient

(12 s = 2 (a — va).

Si ¢(s) = (z1(s), z2(s),t(s)) est une courbe horizontale, c’est a dire
i = Q(IEQIifl — X1 .’EQ)

On a peut écrire alors

(13) i=—4A,

ou A est l'aire orientée de la région limitée par 'arc de la courbe au point
(z1(s),x2(s)) et le seguement de droite de 0 & (z1(s),z2(s)). D’ou, & un scalaire

multiplicatif prés, la composante t d’une courbe horizontale est égale & 'aire A.

L’équation 13 est valable seulement si ¢ est non constante, pour les courbes
horizontales avec t constante, on a le résultat suivant.

Proposition 4.2. Une courbe lisse c(s) est horizontale avec t(s) =t constante si
et seulement si c(s) = (as,bs,t), avec a # 0 et b # 0.

Démonstration. En coordonnées polaires, 1 = 7 cos @, xo = rsin ¢, la con-
dition d’horizontalité est équivalente a { = —2r2¢, donc si la courbe c¢(s) est hor-
izontale avec t constante, alors ¢ = constante. D’ou la projection dans le plan x
est une droite qui passe par lorigine. Il s’en suit que (x1(s),z2(s)) = (as, bs).
Réciproquement si ¢(s) = (as, bs,t) et ¢t constante, alors on a 2(&1z2 — 1 &2) =
2(abs — abs) = 0 = £. La condition d’horizontalité 9 est vérifiée.
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{x{t)y(t)

w

La proposition suivante montre que la translation a gauche d’une courbe hori-
zontale est aussi une courbe horizontale.

Proposition 4.3. Si c(s) est une courbe horizontale, alors ¢(s) = Lac(s) est une
courbe horizontale pour tout a € H.

Démonstration. Soient ¢ = (c1,c¢2,c3) et ¢ = (¢1,¢2,C3), alors

¢ = a1t = =6
(14) & = as4c = ta=4éo
Ccs = a3-+c3— 2(&102 —agcl) = ¢3 = (3— 2((11@2 —agél).

En utilisant le fait que ¢ est horizontale, ’équation 9 donne

C3 = ég — 2(@1&2 — a2é1)
= 2(&102 — Cléz ) — 2(0,16.2 — agél)
= 2(0.1((12 + 02) — éz(al +c ))
= 2(¢1¢2 — C201).

De I’équation 9 il vient que, ¢(s) est horizontale.

Corollaire 4.2. Si c(s) est horizontale, alors le vecteur vitesse de la courbe hori-
zontale ¢(s) = Lqc(s) est

(15) o(s) = dLaé(s) = é1(s) X, |ots) + E2(sX2 |a(s)

Démonstration. Comme ¢(s) est horizontale, il vient des équations 10 et 14

21(5)X1 |a(s) +C2(8) X2 |a(s)
él(s)dLaXl |c(s) + éQ(S)dLaXZ |c(s)
dLa(¢1(8) X1 |os) + 2(8) X2 |e(s))
= dLy¢(s)
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i £

I

4.3. Accessibilité de la distribution d’Heisenberg. Etant donnée une distri-
bution D sur une variété M, le probléme de 'accessibilité de D est le suivant :
Peut t-on joindre deux points quelconques de M par une courbe horizontale. Une
réponse a cette question est donnée par Chow en 1939, dans le contexte suivant.
Notons D' = D et pour s > 1, posons DT = D + [D!, D], ou [D!, D] =
span{[X, Y]; X € D', Y € D*} et Lie(D) = SL>JID5. La distribution D est dite

engendrée par des crochets si Vp € M, Lie(D),, = T, M. Pour ce type de distributions
on a le résultat suivant (théoréme de Chow), qui stipule que, si la variété est connexe
et D est engendrée par des crochets, alors on peut joindre deux points quelconques
par une courbe horizontale. Dans le cas de la distribution d’Heisenberg, on a
[X1, Xo] = —40; et {X1, X2,[X71, X2]} qui sont linéairement indépendentants en
chaque point p = (z1,22,t) € R? et

(16) D2 =span{ Xy, Xy, [X1, X3 }, = T,R®.
Nous avons alors le théoréme d’accessibilité suivant :

Théoréme 1. (de Chow) Pour le groupe d’Heisenberg, on peut joindre deux points
quelconques par une courbe horizontale lisse.

Démonstration. Soient P et () deux points de R? et tp et tg les composantes
sur l’axe des t des coordonnées de P et (). Supposons que tp # tg et posons tp —
to = a # 0. Soient P; et (1, les projections de P et @ sur le plan = (voir figure
2).0n considére dans le plan z, la courbe ¢ : [0, 1] — R? telle que ¢(0) = P; et

#(1) = Q1 et que laire située entre le graphe de ¢ et les seguements OP; et OQ4

soit égale a /4. Si ¢(s) = (x1(s), z2(s)), on pose
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S

(17) t(s) =tp + 2/(1:2(1))3'31(@) — x1(v)Z2(v))dv.

0
Alors, la courbe ¢ : [0, 1] — R? définie par ¢(s) = (¢(s),t(s)) est horizontale et
lisse [i(s) =2(w2(s)d1(s) — z1(s)d2(s))], qui joint P et Q. En effet on a d’une part,

¢(0) = (¢(0),t(0)) = (Pr, t,) = P.
Et d’autre part, comme la composante t vérifie la relation 13, il vient par intégration
entre 0 et 1

¢(1) £(0) = 4(A(1) - A(0))
= #0) —4(a/4) =t(0) — «

= t,—(tp—1tg) = tq,

d’ou,

o(1) = (#(1),t(1)) = (Q1, tg) = Q-
Pour terminer la preuve, on va se servir de la structue de groupe de Lie. Posons,
P = P(x1,y1,t1) et Q@ = Q(x2,ys2,t2) et translatons a gauche les points P et @) par
(—x1, —y1, —t1), on obtient respectivement les points O(0,0,0) et S(&,,1), avec

T = T2 — 1,
Z:/ = Y2 —Y,
t = t2 — tl — 2(y1$2 — $1y2).

e Si ¢ # 0, on procéde comme plus haut, on obient une courbe horizontale lisse
¢(s) joignant O et S.

e Sit =0, alors c(s) = (s&,s9,0) est une courbe horizontale lisse (Proposition
4.2) joignant O et S.

Pour les deux cas, si on note ¢(s) = (c1(s), ca(s),c3(s)) la courbe horizontale
lisse joignant O et S, alors

E(S) = L(xl,yl,tl)c<s) = ($17y1,t1) o C(S)
= (z1 4 c1(s), y1 +cals), t1 4 c3(s) — 2(w1c2(s) — yrci(s))),

est une courbe horizontale lisse (voir Proposition 4.3), joignant P et Q.

5. LES GEODESIQUES SOUS-RIEMANNIENNES SUR LE GROUPE D’HEISENBERG

5.1. Présentation du probléme. Soit D une distribution d’Heisenberg. Une
métrique sous-riemanniene g sur D est une fonction C* : D — R dont la re-
striction & chaque fibre D, est une forme quadratique définie positive. On peut
définir une métrique sous-riemannienne sur D en décrétant les champs de vecteurs
{X;, X5} orthonormés. On dira que la métrique est définie par Xjet Xo. Soient P,
Q € R3 deux points distincts. D’apreés le théoréme de Chow, on peut les joindre par
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une courbe horizontale lisse. On s’intéresse au probléme de caractériser les courbes
horizontales c : [0, 7] — R? d’extrémités ¢(0) = P et ¢(7) = Q pour lesquelles

() = / &(5)1, ds.
0

est minimale. /¢ est la longueur de la courbe horizontale ¢ par rapport a la
métrique g. L’énergie le long de la courbe horizontale ¢ est donnée par

I(c) = %/|¢(s)|§ds.
0

Comme dans le cas riemannien, on remarque que pour minimiser la longueur il
suffit de minimiser ’énergie. Ceci découle de 'inégalité de Cauchy-Schwarz

1 1 2
1 INY 1 .
5 [ le)as= 5 | [lew),ds
0 0
Si la courbe ¢ est paramétrée par la longueur d’arc, |¢(s)] = 1, alors il est

équivalent de minimiser la longueur ou I’énergie.

Si ¢(s) = (x1(s), x2(s),t(s)) est une courbe horizontale, alors

¢=x1X1 + 22Xo,
et si g est définie par {X7, X}, il vient

.12 .. . .
lel, = g(¢.¢) = &1 + 3.
Le théoréme de Chow (Théoréme 1) nous permet de définir une fonction distance
do sur R3. Si (P,Q) € R3 x R3

de(P,Q) =1inf {{(c) | ¢: [0,7] — R® horizontale, c(0) = P, c(r) =Q}.

Il est bien clair que d¢, appelée la distance de Carnot-Carathéodory, satisfait
tous les axiomes d’une distance.

Nous allons maintenant caractériser les géodésiques sous-riemanniennes, a ce
effet, introduisons d’abord, la fonction de Hamilton. En général les géodésiques
obtenues par cette procédure sont appelées normales.

5.2. Formalisme hamiltonien sur le groupe d’Heisenberg. On consideére la
distribution d’Heisenberg x — D, = span, {X1, X2} ,avec
X1 = 8$1 + 2.%28,5, X2 = 812 — 2$18t.

La fonction d’Hamilton H : T(";c t)Rs — R est donnée par ’expression

3
1
H(£,0,2,t) = 5; < Xi(z,t), (€,0) >,
=
ol <,> est le produit scalaire usuel sur T(, yR* ~ R?. Dans notre cas, le hamil-
tonien s’écrit
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(19) H(E0,1) = 5 (64 + 2220 + 5(62 — 2m16)"

Le systéme hamiltonien est donné par

. 0H . OH

T e t = %
(20)

fo_ oH N oH

& = -5 0 = -%

Les solutions ¢(s) = (z(s),t(s),£(s),0(s)) du systéme 20 sont appelées les extré-
males. On peut alors donner la définition suivante

Définition 5.1. Etant donnés deux points P(zo,t9),Q(x1,t1) € R3. Une géodésique
entre P et Q est la projection sur lespace (z,t) d'une extrémale c : [0;7] — R3 qui
satisfait les conditions aux limites :

(#(0),(0)) = (z0,t0),  (2(7),8(r)) = (z1,1).

Les géodédésiques obtenues par le formalisme hamiltonien sont appelées normales
ou (ou régulieres).

Attention. En géométrie sous-riemannienne, il existe en général des courbes
minimisantes qui ne sont pas des extrémales, appelées minimiseurs anormaux (ou
singuliers). Pour le groupe d’Heisenberg, il n’ y a pas de minimiseurs anormaux
comme on va voir plus loin.

Proposition 5.1. Pour le groupe d’Heisenberg, toute géodésique est une courbe
horizontale.

Démonstration. Soit c(s) = (z1(s), z2(s),t(s)) une géodésique. Le systéme

hamiltonien 20 donne :

Ifl :§1+2.’E29, i'Q 15272$19,
et alors
i= on
00
= 2302(51 + 2$29) — 21 (§2 — 2.’1719)
= 2$2j31 — 2331j32.
qui est la condition d’horizontalité 9.

e Résolution explicite du systéme hamiltonien. Comme H ne dépend pas

explicitement de t, on a

. oH
O==% =0

donc 0 est constante le long de la solution.

Les équations

donnent
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j:l = 61 +2IL‘29
(21) { j:Q = 52 — 21’19

Par différentiation, on obtient
(22) Bo= &g+ 200
To = &y —21.0

En utilisant &, = —9H/dz; et le systéme 21 on obtient

(23) { & = 2006 —2m0) = 20
& = —29(61—1-2.%29) = —201;.
Des systémes 22 et 23, on obtient
Iy = 40,
24) { By = —40i,

ou 0 est constante. Finalement, on peut écrire le systéme 24 sous la forme

(25) #(s) = 40T i(s),

avec
o 0 1 o I
j<_1 0) et m<$2)
La relation 25 décrit la projection de la géodésique sur 'espace x. En posant

z(s) = y(s), 'équation 25 devient

y(s) = 40Ty(s).
Sa solution est

y(s) = ¢7y(0),
donc

i(s) = ¢*"7*y(0)

407 s

En intégrant et en utilisant le fait que, J et e commutent, on obtient

z(s) = x(0)+ [ e**y(0)du
(26) = z(0) + %jfle‘szy(()) |7;§1(5)
= 2(0) = 35T e*7*y(0) + 15T 'y(0)
= eYWIsK 4 C.
ou K=-Jy(0)/(40) et C==z(0)+ K.
Lemme 5.1. Si J = —01 0 ), alors €*%7% = Ryps, ot Rags désigne la rotation

d’angle 48s dans le plan des x.
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Démonstration.
10Ts — (495)".7” (495)** (495)“+1
etfTs = —IZ @n)! +JZ @k 1)1
(495 4k+2 (405)4k+3
B IZ (@k+2)l — Z (4k+3)!
k=0
(405)™ _ (405)*FF2 (405)*FH1 (405)*F3
o0 (4k)! — (4k+2)! (4k+1)! — (4k+3)!
k—0 (495)*FFL | (495)4F 3 (405)*F  (40s)2F+2
T (Ak+)! (4k+3)! (k) (dk+2)!
cos(40s) sin(46s)
— sin(40s) cos(40s)
= R495~

En utilisant le lemme 5.1 et ’équation 26, on obtient

z(s) = RapsK+C,
d’ou
|z(s) — C| = |Ry9s K| = | K| = constante,
x(s) décrit donc un cercle de centre C' et de rayon

v _

460 -

—Ty(0
K| = ‘ 4%”‘ = 10

i(0) ‘

Proposition 5.2. On considére une géodésique joignant les points P(xg,to) et
Q(z1,t1), avec tg # ty.
(i) La projection de la géodésique sur le plan des x est un cercle ou un mor¢eaux
de cercle d’extrémités xq et 1.
(i1) Si la projection est un cercle complet, avec xg = x1, alors son aire est donnée
par
|t1 — tol
—

Démonstration. i) Comme pour la solution du systéme hamiltonien discutée
plus haut.

(ii) Une geéodésique est une courbe horizontale (Proposition 5.1), alors laire A
de sa projection dans le plan x et sa composante ¢ vérifient la relation

1
dA = ——dt.
A 4
Par intégration, on obtient
1 1
— 1 _ it
Jar = ~fra = n
0 0

Dans la proposition, 5.1 on a vu que pour la distribution d’Heisenberg, toute
géodésique est une courbe horizontale. La réciproque est fausse.
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En effet, c(s) = (s%/2, s, s3/3) est une courbe horizontale pour le groupe
d’Heisenberg, car elle vérifie la relation 9:

ts) = s2 = 2s2—s2/2) = 2(E170 — T182).
Mais d’autre part, le systéme 24 donne 46 = 1 et 0 = —46s, contradiction.

5.3. Géométrie extrinséque du groupe d’Heisenberg. Considérons la distrib-

ution d’Heisenberg @ — D, = span, {X1, X2}. Dans cette section, on va introduire
une nouvelle structure sur D basée sur la notion de la 1-forme de connexion. C’est
un outil algébrique qui va nous permettre en particulier de donner des expressions
explicites des géodésiques sous-riemanniennes.

Définition 5.2. Une 1-forme de connexion est une forme w € T*R3 non nulle
telle que
ker, w =D,.

La forme w est unique & un facteur multiplicatif prés. Pour le groupe d’Heisenberg,
on choisit la 1-forme standard.

w = dt — 2zodxy + 221dz,
avec la proporiété w(9;) = 1.

A la 1-forme de connexion w € T*R3, on associe une 2-forme, appelée la 2-forme
de courbure comme suit

Définition 5.3. La 2-forme de courbure de la distribution D est Q : D x D — F(R3),
(27) QU,V) =dw(U,V).

Pour la distribution d’Heisenberg on a

(28) Q= 4dl‘1 A de.

Si D appartient a la géométrie sous-riemannienne intrinséque, la 2-forme 2 décrit
la géométrie extrinséque du groupe d’Heisenberg. En général la 2-forme 2 décrit
le degré de non-intégrabilité de la distribution.

Définition 5.4. La paire (R3,w) est appelée variété de contact si w A Q # 0.
Pour notre cas on a
(29) wAQ =4dt Ndzy A dzo,

Le groupe d’Heisenberg est donc une variété de contact. Inversement et d’apreés le
théoréme de Darboux, toute variété de contact est localement un groupe d’Heisenberg.

e Plan osculateur. Le plan osculateur en une courbe ¢(s) = (x1(s), z2(s), t(s))
est 'espace défini par :

span {¢(s), é(s)}.

Proposition 5.3. Soit ¢(s) une courbe. Alors c(s) est horizontale si et seulement
si le plan osculateur en c(s) coincide avec De(y), pour tout s.
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Démonstration. Si span {¢(s),E(s)} = De(s), alors é(s) € Dy, et la courbe
c(s) est horizontale. Inversement si c(s) est horizontale, alors ¢(s) € D, (). Il suffit
de montrer que &(s) € D.(,). La condition d’horizontalité donne

Li = 231‘2.’i71 — 2$1 .’i?g.

D’ou, par différentiation

t = 2&ody + 2@oi — 28149 — 2018
= 2$2.€i‘1 — 2!,615["2.

Le vecteur accélération le long de c(s) est

¢ = #10s, + %20,, +10;

2.1.31(8951 + 21‘280 — 29810 + ig(agw — 2131(915) + 2x1320; + t@t
= T1X1 + 2X9 + (t— 2x9%1 + 2.171&1‘2)(%

= 1 Xy + 32X

et ¢ € De.

Corollaire 5.1. Pour toute courbe horizontale ¢ on a
¢ = 1 X7+ 32X9

(30) t = 21’253'1 — 25&2.%1.

Définition 5.5. La structure complexe du plan horizontale est la donnée d’une
application

J:D—D
J(X) = —Xo
(81) {J(Xz) = X

On va se servire de cette structure pour écrire les équations des géodésiques sur
le groupe d’Heisenberg.

Proposition 5.4. Une courbe c est une géodésique sur le groupe d’Heisenberg si et
seulement st

(i) c est horizontale et

(ii) ¢ satisfait

(32) ¢=40J¢

Démonstration. Sic(s) = (z1(s), z2(s), t(s)) est une géodésique, alors d’apres
la proposition 5.1, ¢(s) est horizontale. En utilisant le corollaire 5.1 et le systéme
24 on obtient

¢ = 1 X1+ 32X

4059 X1 — 4011 X5

= 400,J(Xo) + 463, J (X))
400 (51 X1 + 32.X5)

407 ).
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Réciproquement. Supposons que (i) et (ii) ont lieu et montrons que ¢ est une
géodésique en utilisant la définition 5.1. La condition d’horizontalité (i) peut s’écrire
t= %—?, qui est I’équation hamiltonnienne pour ¢ et I’équation 32 conduit au systéme
24. Soient x1(s) et za(s) les solutions de ce systéme et on définit dans lespace

cotangent, la courbe suivante

V(s) = (21(s), 2(s),t(s), &1(8), &a(s), 0),

avec

€1 =T — 21‘2(8)9, 62 = To + 211 (8)9,
ou 6 est constante. Alors v(s) est une extrémale du systéme 20 associée au hamil-
tonien 19 et sa projection sur lespace (z,t) est une géodésique. Par conséquent
c(s) est une géodésique.

Proposition 5.5. Soit g une métrique sous-riemannienne définie par les champs
de vecteurs X1 et Xo. Alors g posséde les propriétés suivantes :

i) g(JU,JV) = g(U, V), pour tout U, V € D, c’est & dire g devient une métrique
Kahlerienne sur Dy pour tout x € R3,

i) QU, V) =4g(U, JV), pour tout U, V € D.

Démonstration. i). Soient U, V € D, U = U'X1+U?Xet V=VX; +
V2X,. En utilisant les transformations JX; = —X5 et JX5 = X; on obtient :

JU = -U'X,+U2%X,
JV = VX, +V2X,.
Comme X; et X5 sont orthonormés, alors
g(JU,JV) = g(U*X; —U'X,, V2X; —V1X,)
= UWl4Uu?v?
= g(Ule +U2X2, V1X1+V2X2)
= g(U? V)>

et la métrique g est invariante par .J.

ii)
Q(U,V) QUX, + U2X,, VIX) + V2Xy)
== (U1V2 —U2V1) Q(Xl,XQ)
== (U1V2*U2V1) (XlW(XQ)*XQW(Xl) 7w([X1 ,XQ])
= 4U'W? - UV YHw(d,)
4UW2 - UV
4g(U1X1 + UZXQ, V2X1 - Vng)
= 4g(U,JV).

On dit que Q est la 2-forme fondamentale associée & la métrique Kdhlerienne g.

De l'anti-symétrie de €2 il, découle,
Corollaire 5.2. Pour tout U € D on a
(33) g(U, JU) = 0.
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e Interpréation géométrique de €.
On peut interpréter (2 comme une aire. Ceci est une conséquence du calcul
suivant

QU,V) = Adday Adas(U,V)

= 4

U(z1) V(x1) U! 'l
= 4 = 4
U(Jiz) V(ZEQ) U2 V2

Proposition 5.6. Soit c(s) une géodésique, alors pour tout U € D on a
(34) 0QU, ¢) = g(U, ¢).

Démonstration. En effet, 6Q(U,¢) = 409(U, Jé) = g(U, é).

Pour # = 0, on obtient g(U,¢) = 0 pour tout U € D, d’out é = 0 et é1(s) =
¢éa(s) = 0. Ce qui conduit au résultat déja vu (Proposition 4.2).
Corollaire 5.3. Si c(s) est une géodésique avec 8 =0, alors

c(s) = (as, bs, to),

ol tg est constante.

La proposition suivante, donne quelques propriétés de la vitesse et de 'accélération
via la métrique sous-riemannienne.

Proposition 5.7. Soit c(s) une géodésique. Alors

(i) La vitesse ¢ et l'accélération ¢ sont perpendiculaires par rapport & la métrique
sous-riemannienne g.

(ii) La magnitude de ¢ (rep. de ¢é) est constante le long de la géodésique par
rapport a la métrique sous-riemannienne g.

Démonstration. i) On a g(¢,¢) = 09Q(¢, ¢) = 0.
ii) Par différentiatin on obtient
d
iii) Comme ¢ est horizontale, alors I’équation 32, la Proposition 5.5 et (ii) donnent
g(é,&) = 160g(¢, ¢) = constante.

Remarque 5.1. Dans R3, la courbure d’une courbe c(s) est la fonction définie par

k(s) = |T(s),

ot T(s) = \ZE;§| est le vecteur tangent unitaire. Si la courbe est paramétrée par la
longueur d’are, |¢(s)| = 1, la courbure est alors

k(s) = [ &(s)l.
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Proposition 5.8. La courbure d’une courbe géodésique est constante,
k(s) = 46.
Démonstration. Supposons que la géodésique est paramétrée par la longueur
d’arc, alors
k(s)? = g(¢,&) = 160%g(¢, ¢) = 166°.
Dans la proposition suivante on donne la structure complexe de la distribution en
fonction de 2 et des champs de vecteurs X; et Xo.

Proposition 5.9. Pour tout U € D on a
1
J(U) = 1 (X1, U)X + (X2, U)X2) .

Démonstration. A cause de la linéarité, il suffit de montrer la relation pour
les champs de vecteurs X; et Xs. Remarquons d’abord que

10

Q(Xl,XQ) = 4d1121 A d:]j’g(Xl,XQ) =4 0 1 =4 = 7Q(X2,X1),
d’ou
JX;7 = —Xo :iQ(XQ,Xl)XQ = %(Q(Xl,Xl)Xl+Q(X2,X1)X2)7
JX, = —Xy =10(Xp X)X, = LX), X2)X1 + Q(Xa, X2)Xa).

5.4. Formalisme lagrangien sur le groupe d’Heisenberg. On associe au hamil-
tonien 19, la fonction L : TR? — R, appelée lagrangien, qui est la transformée de
Legendre de H en (i,t) :

L(QL" t,.’IJ,t) = Hgl%X (fl j"l + 52 -’I'J‘? + ot - H(fv evxat))

(35) = maGXF(x,t, &, 1,&,0).
&,
C’est la distance maximale entre 'hperplan < &, & > +6f et la surface convexe
donnée par le hamiltonien H dans R®.
Le maximum recherché satisfait,

oF oF

(36) w=0 =0
Les équations 36 s’écrivent

. oOH . oOH y OH 0

xrNA = — To = —— = —_—=

1 6617 2 6527 90 )
d’ou

(37) T1 =& + 2220, Ty =&y — 2210, t= 2xok — 221 To.

En utilisant les relations 37, le lagrangien devient:
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L(z,t,2,) = £ &1+ &y By + 0F — 7(61 + 2190)% — %(f —2210)?
(&1 — 2290)d1 + (&g + 2210)do + O — %(m% i3)
(x1 + @3) 4+ 0( — 2xo@y + 2x180) — 3 (@7 + 43)

$(@1 4+ @3) + 0(f — 2woiy + 2212).

En utilisant la 1-forme de connexion w, on peut écrire

1
(38) L(c,¢) = 5(x'? + &3) + 0w (c),
o ¢ = (x1,x2,t). On s'intéresse au probléme de minimiser 'intégrale (I’action)

T

(39) S(e,7) = /L(c, ¢)ds.
0
L’action est composée de deux expressions : ’énergie cinétique et la contrainte
non holonome. La constante 8 est appelée, multiplicateur de Lagrange. Les courbes
¢ qui sont les points critiques pour laction S(c,7) doivent satisfaire le systéme
d’équations d’Euler-Lagrange

d OL, 0L

(80)  dc’
Proposition 5.10. Une solution du systéme d’équations d’Euler-Lagrange 40 est
une géodésique si et seulement si elle est une courbe horizontale.

(40)

Démonstration.Toute géodésique est une courbe horizontale. Il suffit de mon-
trer que toute courbe horizontale solution du systéme 40 est une géodésique.

Sic = (1, x2,1), le systéme 40 s’écrit

i(aL _ oL i(ai) — aiL

ds 0x;" Oz, ds 9t Ot’
ce qui donne

i1 = 461, iy = —401, 0=0.

On conclut la preuve grace a la proposition 5.4.

Proposition 5.11. Le lagrangien 38 est invariant par translation o gauche par
rapport a la structure de groupe d’Heisenberg, i.e.

L(z,¢) = L(c, ¢),
ot ¢ = Lyc, pour tout a € H.

Démonstration. Sic= (c1,c¢a,c3), €= (C1,¢2,¢3) et a = (a1, a2, a3), alors

¢1 = a1tec = =6
Co = ao+cy = Cy=Co
Cy = as + c3 — 2(&162 — agcl) = C3 = (3 — 2(&1@2 — agél),

alors I’énergie cinétique est invariante a gauche
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1 ) ) 1 ;2 ;2
5(01 +¢3) = 5(‘31 +Cy).
La contrainte d’horizontalité
ég — 25251 + 261&2 = é3 — 2(0,1&2 — agél) — 2((12 —+ C2 )Cl —+ 2(&1 + Cl) é2

= ég — 2620.1 + 2010.2.

D’ou le lagrangien est préservé par les translations & gauche.

Corollaire 5.4. Les solutions des équations d’FEuler-Lagrange 40 sont invariants
par les translations a gauche sur H.

Proposition 5.12. Soient ¢ une géodésique et ¢ = Lyc, alors
(i) T est aussi une géodésique,
(ii) ¢ et ¢ ont la méme longueur.

Démonstration.(i) Si ¢ est une géodésique et ¢ = L,c, il vient de la proposition
5.10 que la courbe c¢ est horizontale et est solution du systéme 40. En appliquant
le corollaire 5.4 et la proposition 4.3, on obtient que la courbe ¢ est solution des
équations d’Euler-Lagrange 40 et elle est horizontale. En utilisant la proposition
5.10, on trouve que ¢ est une géodésique.

(ii) D’apres le corollaire 4.2
= 1 X176+ Xy
et donc | ¢ |2 =] ¢ |2 . Utilisons la proposition 5.7 (ii)

1 1

Z(c):/|c’|ds:|é|:|6|:/|E|ds:£(5).
0 0
Un probléme intéressant est de caractériser le nombre de géodésiques qui peuvent
joindre deux points donnés et aussi d’étudier leurs propriétés métriques. Ce prob-
léme se raméne, d’aprés la proposition 5.12 a I’étude des géodésiques qui partent
de lorigine.

6. MINIMISEURS SINGULIERS SUR LA VARIETE D’HEISENBERG

L’objectif de cette section est de mettre en évidence I'existence d’une classe de
géodésiques "exceptionnelle", en géométrie sous-riemannienne. Ce type de courbes
minimisantes qui n’existe pas dans le cas de la distribution d’Heisenberg, a été
découvert par Montgomery [11].

On considére alors, la distribution définie par les deux champs de vecteurs

(41) X1 =0y, + A1(2)0r,  Xo =0y, — Ax(2)0,

avec Ay, Ay € CH(R?). Si g est une métrique sous-riemannienne sur D, le triplet
(R3,D, g) est appelé variété d’Heisenberg [4]. Les variétés d’Heisenberg sont des
variétés sous-riemanniennes qui ressemblent localement au groupe d’Heisenberg,
mais qui ne sont pas nécessairement dérivées d’une structure de groupe.
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Comme pour toute courbe ¢ = (1, x2,t), le vecteur vitesse peut s’écrire

¢ = @10y, + 20, + 10,
= jZle + $.2X2 + (t — .IlAl(I) + SCQAQ(.’,E))af
La courbe ¢ est horizontale si et seulement si
(42) t— o141 (ZC) + i)'gAQ(Q?) =0

Si la métrique sous riemannienne g est définie par les champs de vecteurs X1, X,
alors pour toute courbe horizontale c on a

jéfy = g(¢,¢) = & + i3,

Le lagrangien est donné par

a3 P@tad = RELEALE
= % (#1+33) + M) (f — d1 A1 (2) + d2As(2)),
(44) w=dt — Ay (z)dz, + As(z)dzs,

est la 1-forme qui s’annulle sur la distribution, i.e. D = kerw.
Le calcul des variations montre qu’il existe deux classes de courbes minimisantes

e la classe des courbes minimisantes réguliéres (ou normales) : ce sont les courbes
obtenues en prenant le lagrangien 43 avec Ay # 0.

e la classe des courbes minimisantes singuliéres (ou anormales) : ce sont les
courbes obtenues en prenant le lagrangien 43 avec Ay = 0.

L’intersection des deux classes n’est pas vide.

Pour obtenir les courbes minimisantes singuliéres sur la variété d’Heisenberg, on
considére le lagrangien 43 avec A\g =0

(45) L(z,t,2,t) = A(s)(t — Ay(2)d1 + A(z)d2).
Des équations
oL oL

il vient que )\(s) = (0, i.e., le multiplicateur de Lagrange A est constant.

Nous avons aussi

oL  _ oL _ 0A, 9A,
5y = —Mu Bay = T Nan 1T AGri
oL aL* 94, ; 94,
Do = _)\A2’ Oxa = —A 61:21 r1 + A 61:22 Z2-
Les équations d’Euler-Lagrange,
d 0L oL
46 — = ,=1,2
( ) dS (axl ) axl 9 1 y “y

donnent
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oA | 04
8132 (9281

0A;  0A;

)iy =0, A( )i = 0.

La distribution D = span{X;, X5} est non intégrable si et seulement si (voir 8)

dw Aw # 0,

comme on a
8141 8142 8141 8142
48) dw = (=——+ —)dx1 Nd doNw=(z—+ =)dz; Ndza A dt
( ) w (3132 + 8LE1) 1 2, waw (8:102 + 8951) 1 2 ’
il vient que w est non intégrable si et seulement si
0A; 0As

49 — + — #0.
( ) 8.’1)2 + 8%1 %

Supposons que l'on a la condition de non intégrabilié 49 et soit A # 0, alors 47
implique &1 = @2 = 0 et de la contrainte d’horizontalité ¢t = A;(x)d; — Ag(x)ia, il
vient que £ = 0 et la courbe c(s) = (w1(s), z2(s),t(s)) dégénére.

On obtient alors le résultat suivant :

Proposition 6.1. Si la condition de non intégrabilité 49 a lieu, alors pas de
géodésiques singuliéres pour les champs de vecteurs 41.

Pour le groupe d’Heisenberg, on a
w =dt — 2xodry + 221dxo,

alors A (x) = 2x2 et A2(x) = 2z; et la condition de non intégrabilité 48 a lieu,
donc pas de géodésiques singuliéres pour la distribution d’Heisenberg.
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