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GÉOMÉTRIE SOUS-RIEMANNIENNE SUR LE GROUPE
D�HEISENBERG

NACEURDINE BENSALEM

Abstract. L�objectif de ces notes est de décrire la géométrie de la distribu-
tion du groupe d�Heisenberg. A travers ce modèle, on expose aussi bien les
propriétés de base de la structure sous-riemannienne associée, ainsi que des
résultats de recherche récents.

Mathematics Subject Classi�cation : 53C17, 53C22, 35H20.

Mots-clés : Distribution d�Heisenberg, accessibilité,
géodésique sous-riemannienne, minimiseur singulier

Key-words : Heisenberg distribution, accessibility,
sub-Riemannian geodesics, singular minimizers

1. Summary

These notes entitled "Sub-Riemannian geometry on the Heisenberg group" are
mostly based on the work of authors cited in the monographs [1], [3], [4] and [9].
The Heisenberg group appears in various areas of mathematics. This is indeed
a reference space in control theory [10], [13], in Riemannian geometry [6], [14]
and [7] and in sub-Riemannian geometry, where this noncommutative Lie group is
considered as the prototype model. Through this object we present the concepts and
basic properties of this geometry (also known as Carnot geometry or nonholonomic
Riemannian geometry) as well as some results published recently. In the �rst part
we recall some basic geometric properties of the Heisenberg group of dimension
three "this geometry is su¢ciently simple to be explicitly described and su¢ciently
complicated to be interesting [6]". The second part is devoted to the application of
di¤erent objects of sub-Riemannian model. On the Heisenberg group, an important
role is played by the nonintegrable distribution generated by the vector �elds, X1 =
@x1 + 2x2@t and X2 = @x2 � 2x1@t :

D : x! Dx = spanx fX1; X2g :

For this distribution, we give a characterization of horizontal curves as well as
algebraic and geometric properties. We also deal with the issue of accessibility
(or connectivity) of the distribution D, where we give a simple proof of the famous
Chow�s theorem. The third part is devoted to the problem of geodesics. We consider
�rst the Hamiltonian framework where the Heisenberg group is a good environment
to apply this formalism. In this context, a geodesic is a projection on the state
space of an extremal, i.e., a solution of the Hamiltonian system and every geodesic
is a horizontal curve. Then, we introduce a new structure de�ned by the connection
1-form ! = dt � 2x2dx1 + 2x1dx2, where Dx = kerx !. The curvature 2-form of
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distribution D is de�ned as 
(U; V ) = d!(U; V ); U; V 2 D: The form 
 describes
the extrinsic geometry of the Heisenberg distribution. If the sub-Riemannian metric
is de�ned by the vector �elds X1, X2; which are orthonormal in this way, then the
intrinsic geometry of Xi coincides with the extrinsic geometry of 
. From this
algebraic tool, we give explicit expressions of geodesics and their metric properties.
Using the Lagrangian point of view, in the case of the vector �elds X1 and X2,
it follows that the geodesics are horizontal curves that satisfy the Euler-Lagrange
equations. On the Heisenberg group the Lagrangian has good properties by left
translations allowing, in particular, to study the metric properties of geodesics. The
�nal section highlights the existence of certain "exceptional" geodesics. In general,
there are two classes of geodesics in sub-Riemannian geometry. The �rst generalizes
the Riemannian case, these are curves that are projections of the trajectories of the
Hamiltonian �eld. These geodesics are called normal (or regular). The second
ones are the minimizers curves which are not projections of the trajectories of the
Hamiltonian �eld, called abnormal (or singular), discovered by Montgomery [11].
Notice that, the intersection of two classes is not empty. For this purpose, let us
brie�y present and discuss the singular minimizers in the case of the vector �elds

X1 = @x1 +A1(x)@t; X2 = @x2 �A2(x)@t;

with A1; A2 2 C1(R3). The distribution D = spanfX1; X2g is not integrable if and
only if

@A1
@x2

+
@A2
@x1

6= 0:

If g is a sub-Riemannian metric, (R3;D, g) is called Heisenberg manifold [4]. For this
more general, we prove that if the nonintegrability condition holds, then there are
no singular geodesics for D. In particular, no singular geodesics on the Heisenberg
distribution.

2. Introduction

Ces notes intitulées "Géométrie sous-riemannienne sur le groupe d�Heisenberg"
sont basées principalement sur les travaux cités en références [1], [3], [4] et [9]. Le
groupe d�Heisenberg apparait dans de divers domaines mathématiques. Il s�agit
en e¤et d�un espace de référence en théorie du contrôle [10], [13], en géométrie
riemannienne [6], [14] et [7] et en géométrie sous-riemannienne où ce groupe de
Lie non commutatif est considéré comme le modèle prototype. A travers cet objet
on présente les notions de base de cette géométrie (appelée aussi, géométrie de
Carnot ou non holonome), ainsi que quelques résultats publiés ces dernières années.
Dans la première partie on rappelle certaines propriétés géométriques du groupe
d�Heisenberg de dimension trois. "Cette géométrie est su¢sament simple pour
être décrite explicitement et su¢sament compliquée pour être intéressante [6]". La
deuxième partie est consacrée à l�application des di¤érents objets sous-riemanniens
au modèle en question. Sur le groupe d�Heisenberg, un rôle important est joué
par la distibution non intégrable, engendrée par les deux champs de vecteurs X1 =
@x1 + 2x2@t et X2 = @x2 � 2x1@t :

D : x! Dx = spanx fX1; X2g :

Pour cette distribution, on donne une caractérisation des courbes horizontales
ainsi que des propriétés algébriques et géométriques. On aborde aussi la question
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de l�accessibilité de la distribution D, où on donne une démonstration assez simple
du célèbre théorème de Chow. La troisième partie est consacrée au problème des
géodésiques. Nous nous plaçons d�abord dans le cadre hamiltonien, où le groupe
d�Heisenberg est un bon environnement pour appliquer ce formalisme. Dans ce
contexte, une géodésique est une projection sur l�espace des états d�une extrémale,
i.e.,d�une solution du système hamiltonien, et toute géodésique est une courbe hor-
izontale. On introduit ensuite une nouvelle structure dé�nie par la 1-forme de
connexion ! = dt�2x2dx1+2x1dx2, où Dx = kerx !. A cette forme ! est associée
une 2-forme 
 appelée la 2-forme de courbure 
 = d!. Ce nouveau outil algébrique
permet de décrire la géométrie extrinsèque de la distribution. Si la métrique sous-
riemannienne est dé�nie par les champs de vecteurs X1, X2; alors la géométrie
intrinsèque des champs de vecteurs Xi coincide avec la géométrie extrinsèque de

: En utilisant cette structure, on donne des expressions explicites des géodésiques
ainsi que leurs propriétés métriques. On aborde aussi le point de vue Lagrangien,
dans le cas des champs de vecteurs X1 et X2, il vient alors que, les géodésiques
sont les courbes horizontales qui satisfont les équations d� Euler-Lagrange. Sur
le groupe d�Heisenberg, le lagrangien possède de bonnes propriétés via les trans-
lations à gauche, ce qui permet en particulier d�étudier les propriétés métriques
des géodésiques. Dans la dernière section on mettra en évidence l�existence de
certaines géodésiques "exceptionnelles". En géométrie sous-riemannienne, il existe
en général, deux classes de géodésiques. La première, généralise le cas rieman-
nien, ce sont les courbes qui sont projections de trajectoires du champ hamiltonien,
appelées géodésiques normales (ou régulières). La deuxième, formée des courbes
minimisantes qui ne sont pas projections de trajectoires du champ hamiltonien,
appelées géodésiques anormales (ou singulières), a été découverte par Montgomery
[11]. Notons que l�intersection des deux classes n�est pas vide. A cet e¤et, on fait
une brève présentation et discusion des minimiseurs singuliers dans le cas des deux
champs de vecteurs

X1 = @x1 +A1(x)@t; X2 = @x2 �A2(x)@t;

avec A1; A2 2 C1(R3): La distribution D = spanfX1; X2g est non intégrable si et
seulement si

@A1
@x2

+
@A2
@x1

6= 0:

Si g est une métrique sous-riemannienne, (R3;D, g) est appelé variété d�Heisenberg.
Pour ce problème plus général, on montre que si la condition de non intégrabilité
a lieu, alors pas de géodésiques anormales. En particulier, pas de géodésiques
singulières pour la distribution d�Heisenberg.

3. Quelques propriétés de base de la géométrie du groupe
d�Heisenberg

Dans ce qui suit, on va décrire certaines propriétés de la géométrie du groupe
d�Heisenberg. On considère le sous-groupe H de SL(3; R) dé�ni par

(1) H =

8
<

:

0

@
1 x1 x3
0 1 x2
0 0 1

1

A ; x1; x2; x3 2 R

9
=

;
;
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H s�appelle le groupe d�Heisenberg de dimension 3. Il est di¤éomorphe à R3 et sa
multiplication est donnée par

(2) (x1; x2; x3)(�x1; �x2; �x3) = (x1 + �x1; x2 + �x2; x3 + �x3 + x1 �x2):

Notons La, la translation à gauche par a sur H (en tant que groupe de Lie), c�est
à dire le di¤éomorphisme de H dé�ni par Lax = ax: Un champ de vecteurs X sur
H est invariant à gauche si

dxLaXx = Xax;

où dxLa : TxH ! TaxH est la di¤érentielle de La en x. L�espace tangent en
l�identité TeH s�identi�e à l�algèbre de Lie

h =

8
<

:

0

@
0 u1 u3
0 0 u2
0 0 0

1

A u1; u2; u3 2 R

9
=

;
:

On voit que h est engendrée par U1; U2; U3 où

(3) U1 =

0

@
0 1 0
0 0 0
0 0 0

1

A ; U2 =

0

@
0 0 0
0 0 1
0 0 0

1

A ; U3 =

0

@
0 0 1
0 0 0
0 0 0

1

A :

La structure d�algèbre de Lie de h est donnée par les crochets :

[U1; U2] = U1U2 � U2U1 = U3; [U1; U3] = 0 et [U2; U3] = 0:

On note m = (x1; x2; x3), la matrice

0

@
1 x1 x3
0 1 x2
0 0 1

1

A de H. Les vecteurs

U1; U2; U3 de TeH se prolongent en des champs de vecteurs invariants à gauche

X1 = dLm(U1); X2 = dLm(U2); X3 = dLm(U3);

ces champs de vecteurs se calculent comme suit

X1 = dLm(U1) =

0

@
1 x1 x3
0 1 x2
0 0 1

1

A

0

@
0 1 0
0 0 0
0 0 0

1

A =

0

@
0 1 0
0 0 0
0 0 0

1

A

X2 = dLm(U2) =

0

@
1 x1 x3
0 1 x2
0 0 1

1

A

0

@
0 0 0
0 0 1
0 0 0

1

A =

0

@
0 0 x1
0 0 1
0 0 0

1

A

X3 = dLm(U3) =

0

@
1 x1 x3
0 1 x2
0 0 1

1

A

0

@
0 0 1
0 0 0
0 0 0

1

A =

0

@
0 0 1
0 0 0
0 0 0

1

A

L�espace tangent à H en m = (x1; x2; x3) est donc engendré par les champs de
vecteurs invariants à gauche fX1; X2; X3g. Par rapport à la base (@x1 ; @x2 ; @x3) de
TmH; on obtient les relations

(4) X1 = @x1 ; X2 = @x2 + x1@x3 ; X3 = @x3 :



GÉOMÉTRIE SOUS-RIEMANNIENNE 5

En posant t = 4x3 � 2x1x2; on transforme les champs de vecteurs ci dessus en
les champs de vecteurs ci dessous, qu�on note aussi X1; X2; X3

X1 = @x1 � 2x2@t; X2 = @x2 + 2x1@t; X3 = 4@t:

Considérons à présent les trois champs de vecteurs :

(5) X1 = @x1 + 2x2@t; X2 = @x2 � 2x1@t; X3 = @t;

on s�intéresse à la loi de groupe de Lie sur R3 telle que les champs de vecteurs X1,
X2 et X3 soient invariants à gauche. Comme h est nilpotente, l�application exp
:h!H est un di¤éomorphisme. Si x = (x1; x2; x3) et �x = (�x1; �x2; �x3); on obtient
alors une structure de loi de groupe donnée par la formule de Baker�Campbell�
Hausdor¤,

(x � �x)i = xi + �xi +
1

2

X

j;k

cijkxj �xk + :::;

où les cijk sont les constantes de strctures de h données par:

[Xj ; Xk] =
3X

i=1

cijkXi:

Dans le cas du groupe H on a

[X1; X2] = �4@t = �4X3; [X1; X3] = [X2; X3] = 0;

d�où les constantes de structures

c112 = c
2
12 = 0; c312 = �4

ci13 = c
i
23 = 0; i = 1; 2; 3:

On obtient alors

(x � �x)1 = x1 + �x1;
(x � �x)2 = x2 + �x2;
(x � �x)3 = x3 + �x3 + 1

2 (�4)(x1�x2 � x2�x1):

Les champs de vecteurs X1 = @x1 + 2x2@t et X2 = @x2 � 2x1@t sont donc
invariants à gauche pour la loi de groupe de Lie sur R3

(6) (x1; x2; x3) � (�x1; �x2; �x3) = (x1+ �x1; x2+ �x2; x3 + �x3� 2(x1�x2� x2�x1)):

Ce groupe de Lie H = (R3; �) est appelé le groupe d�Heisenberg symétrique.

Si on identi�e H à C� R et on utilise la notation (x1; x2; t) = (z; t); avec
z = x1 + ix2 2 C et t 2 R, alors pour (z; t) et (�z; �t) appartenant à H, la loi de
groupe est

(z; t) � (�z; �t) = (z + �z; t+ �t+ 2 Im(z�z)):

Pour cette loi non commutative, l�élément neutre est (0; 0) et l�inverse d�un point
(z; t) est (�z;�t): Le centre du groupe est l�axe des t, c�est à dire f[0; t] ; t 2 Rg :
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4. Structure sous-riemannienne sur le groupe d�Heisenberg

4.1. Distribution sur le groupe d�Heisenberg. Une distribution D de rang k
sur une variété M est la donnée, une chaque p 2 M , d� un sous-espace vectoriel
Dp de dimension k; de TpM . La distribution D est dite di¤érentiable, si chaque
point p possède un voisinage U et k champs de vecteurs sur U di¤érentiables, notés
X1; :::Xk qui forment une base de Dp. On écrit Dp = spanp fX1; :::Xkg et k est
appelé le rang de D. La distribution D est dite intégrable si, pour tout p 2 M;
il existe une sous-variété immergé Np � M contenant p et telle que TqNp = Dq
pour tout q 2 Np: On appelle Np variété intégrale de D en p: La distribution D
est dite involutive si [X; Y ] 2 D pour tout X;Y 2 D. Cette dernière propriété est
équivalente à l�intégrabilté d�après le théorème de Fröbenius. En géométrie sous
riemannienne on utilise plutôt la négation du théorème Fröbenius : La distribution
D est non intégrable si et seulement si elle est non involutive.

Considérons sur R3 la loi de groupe (donnée par 6)

(x1; x2; x3) � (�x1; �x2; �x3) = (x1 + �x1; x2 + �x2; x3 + �x3 � 2(x1�x2 � x2�x1)):

On sait, d�après la section précédente que les champs de vecteurs (donnés par 5)

X1 = @x1 + 2x2@t; X2 = @x2 � 2x1@t; X3 = @t;

engendrent l�algèbre de Lie du groupe d�HeisenbergH= (R3; �):On considère surH,
la distribution engendée par les deux champs de vecteurs linéairement indédendants
X1 et X2 :

x! Dx = spanx fX1; X2g :

Comme [X1; X2] = �4@t =2 D, la distribution D est non involutive et donc non-
intégrable, d�après le théorème de Frobinus. On peut aussi dé�nir la distribution
d�Heisenberg D par :

Dx = kerx !,

où ! est la 1-forme (appelée stucture de contact standard) donnée par

(7) ! = dt� 2x2dx1 + 2x1dx2.

Pour une distribution dé�nie par une 1-forme ! sur R3, on a le résultat suivant
(voir [4]) :

(8) D est involutive , ! ^ d! = 0:

4.2. Courbes horizontales.

Dé�nition 4.1. Une courbe c : [0; 1] ! R
3 est dite horizontale si _c(s) 2 Dc(s);

pour tout s 2 [0; 1] ; i.e., le vecteur vitesse de c appartient à la distribution.

L�horizontalité est une contrainte sur les vitesses, appelée aussi contrainte non-
holonome.

Pour le groupe d�Heisenberg on a la caractérisation suivante :

Proposition 4.1. Une courbe c = (x1; x2; t) est horizontale si et seulement si

(9) _t+ 2x1 _x2 � 2x2 _x1 = 0:
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Démonstration. Elle vient de l�écriture suivante

_c(s) = _x1@x1 + _x2@x2 + _t@t
= _x1X1 + _x2X2 + (_t+ 2x1 _x2 � 2x2 _x1)@t.

D�où _c 2 D si et seulement si le coe¢cient de @t est nul.

En utilisant la 1-forme !; la condition d�horizontalité s�écrit

!( _c) = 0:

En géométrie de contact, la courbe c est dite legendrienne par rapport à !:

Corollaire 4.1. Une courbe c = (x1; x2; t) est horizontale si et seulement si

(10) _c = _x1X1 + _x2X2.

� Interprétation de la composante t d�une courbe horizontale. Si �(s) =
(x(s); y(s)) est une courbe dans R2 avec x(0) = 0 et y(0) = 0: Alors l�aire orientée,
limitée par l�arc �[0; s] et le seguement de 0 à (x(s); y(s)) est donnée par (voir Figure
1)

(11) z(s) :=

Z

�[0; s]

1

2
(xdy � ydx):

Par di¤érentiation par rapport à s; on obtient

(12) _z =
1

2
(x _y � y _x):

Si c(s) = (x1(s); x2(s); t(s)) est une courbe horizontale, c�est à dire

_t = 2(x2 _x1 � x1 _x2)

On a peut écrire alors

(13) _t = �4 _A;

où A est l�aire orientée de la région limitée par l�arc de la courbe au point
(x1(s); x2(s)) et le seguement de droite de 0 à (x1(s); x2(s)). D�où, à un scalaire

multiplicatif près, la composante t d�une courbe horizontale est égale à l�aire A:

L�équation 13 est valable seulement si t est non constante, pour les courbes
horizontales avec t constante, on a le résultat suivant.

Proposition 4.2. Une courbe lisse c(s) est horizontale avec t(s) = t constante si
et seulement si c(s) = (as; bs; t); avec a 6= 0 et b 6= 0:

Démonstration. En coordonnées polaires, x1 = r cos�, x2 = r sin�; la con-
dition d�horizontalité est équivalente à _t = �2r2 _�; donc si la courbe c(s) est hor-
izontale avec t constante, alors � = constante. D�où la projection dans le plan x
est une droite qui passe par l�origine. Il s�en suit que (x1(s); x2(s)) = (as; bs).
Réciproquement si c(s) = (as; bs; t) et t constante, alors on a 2( _x1x2 � x1 _x2) =
2(abs� abs) = 0 = _t. La condition d�horizontalité 9 est véri�ée.
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La proposition suivante montre que la translation à gauche d�une courbe hori-
zontale est aussi une courbe horizontale.

Proposition 4.3. Si c(s) est une courbe horizontale, alors �c(s) = Lac(s) est une
courbe horizontale pour tout a 2 H:

Démonstration. Soient c = (c1; c2; c3) et c = (c1; c2; c3), alors

(14)
c1 = a1 + c1 )

�
c1 = _c1

c2 = a2 + c2 )
�
c2 = _c2

c3 = a3 + c3 � 2(a1c2 � a2c1) )
�
c3 = _c3 � 2(a1 _c2 � a2 _c1).

En utilisant le fait que c est horizontale, l�équation 9 donne

�
c3 = _c3 � 2(a1 _c2 � a2 _c1)

= 2( _c1c2 � c1 _c2 ) � 2(a1 _c2 � a2 _c1)
= 2( _c1(a2 + c2)� _c2(a1 + c1 ))

= 2(
�
c1c2 �

�
c2c1):

De l�équation 9 il vient que, c(s) est horizontale.

Corollaire 4.2. Si c(s) est horizontale, alors le vecteur vitesse de la courbe hori-
zontale c(s) = Lac(s) est

(15)
�
c(s) = dLa _c(s) = _c1(s)X1

��
�c(s) + _c2(sX2

��
�c(s)

Démonstration. Comme c(s) est horizontale, il vient des équations 10 et 14

�
c(s) =

�
c1(s)X1

��
�c(s) +

�
c2(s)X2

��
�c(s)

= _c1(s)dLaX1
��
c(s) + _c2(s)dLaX2

��
c(s)

= dLa( _c1(s)X1
��
c(s) + _c2(s)X2

��
c(s) )

= dLa _c(s)
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4.3. Accessibilité de la distribution d�Heisenberg. Etant donnée une distri-
bution D sur une variété M , le problème de l�accessibilité de D est le suivant :
Peut t-on joindre deux points quelconques de M par une courbe horizontale. Une
réponse à cette question est donnée par Chow en 1939, dans le contexte suivant.
Notons D1 = D et pour s � 1, posons Ds+1 = Ds +

�
D1; Ds

�
; où

�
D1; Ds

�
=

span
�
[X; Y ] ; X 2 D1; Y 2 Ds

	
et Lie(D) = [

s�1
Ds. La distribution D est dite

engendrée par des crochets si 8p 2M; Lie(D)p = TpM: Pour ce type de distributions
on a le résultat suivant (théorème de Chow), qui stipule que, si la variété est connexe
et D est engendrée par des crochets, alors on peut joindre deux points quelconques
par une courbe horizontale. Dans le cas de la distribution d�Heisenberg, on a
[X1; X2] = �4@t et fX1; X2; [X1; X2]g qui sont linéairement indépendentants en
chaque point p = (x1; x2; t) 2 R3 et

(16) D2p = span fX1; X2; [X1; X2] gp = TpR
3:

Nous avons alors le théorème d�accessibilité suivant :

Théorème 1. (de Chow) Pour le groupe d�Heisenberg, on peut joindre deux points
quelconques par une courbe horizontale lisse.

Démonstration. Soient P et Q deux points de R3 et tP et tQ les composantes
sur l�axe des t des coordonnées de P et Q. Supposons que tP 6= tQ et posons tP �
tQ = � 6= 0: Soient P1 et Q1, les projections de P et Q sur le plan x (voir �gure
2).On considère dans le plan x; la courbe �� : [0; 1] ! R

2 telle que ��(0) = P1 et
��(1) = Q1 et que l�aire située entre le graphe de �� et les seguements OP1 et OQ1
soit égale à �=4: Si ��(s) = (x1(s); x2(s)), on pose
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(17) t(s) = tp + 2

sZ

0

(x2(v) _x1(v)� x1(v) _x2(v))dv:

Alors, la courbe � : [0; 1] ! R
3 dé�nie par �(s) = (��(s); t(s)) est horizontale et

lisse
�
_t(s) = 2(x2(s) _x1(s)� x1(s) _x2(s))

�
, qui joint P et Q: En e¤et on a d�une part,

�(0) = (��(0); t(0)) = (P1; tp) = P:

Et d�autre part, comme la composante t véri�e la relation 13, il vient par intégration
entre 0 et 1

t(1) = t(0)� 4(A(1)�A(0))
= t(0)� 4(�=4) = t(0)� �
= tp � (tP � tQ) = tQ ;

d�où,

�(1) = (��(1); t(1)) = (Q1; tQ) = Q:

Pour terminer la preuve, on va se servir de la structue de groupe de Lie. Posons,
P = P (x1; y1; t1) et Q = Q(x2; y2; t2) et translatons à gauche les points P et Q par
(�x1;�y1;�t1); on obtient respectivement les points O(0; 0; 0) et S(�x; �y; �t); avec

�x = x2 � x1;
�y = y2 � y1;
�t = t2 � t1 � 2(y1x2 � x1y2):

� Si �t 6= 0, on procède comme plus haut, on obient une courbe horizontale lisse
c(s) joignant O et S:

� Si �t = 0; alors c(s) = (s�x; s�y; 0) est une courbe horizontale lisse (Proposition
4.2) joignant O et S:
Pour les deux cas, si on note c(s) = (c1(s); c2(s); c3(s)) la courbe horizontale

lisse joignant O et S; alors

(18)
�c(s) = L(x1;y1;t1)c(s) = (x1; y1; t1) � c(s)

= (x1 + c1(s); y1 + c2(s); t1 + c3(s)� 2(x1c2(s)� y1c1(s))) ;

est une courbe horizontale lisse (voir Proposition 4.3), joignant P et Q.

5. Les géodésiques sous-riemanniennes sur le groupe d�Heisenberg

5.1. Présentation du problème. Soit D une distribution d�Heisenberg. Une
métrique sous-riemanniene g sur D est une fonction C1 : D ! R dont la re-
striction à chaque �bre Dx est une forme quadratique dé�nie positive. On peut
dé�nir une métrique sous-riemannienne sur D en décrétant les champs de vecteurs
fX1; X2g orthonormés. On dira que la métrique est dé�nie par X1et X2: Soient P ,
Q 2 R3 deux points distincts. D�après le théorème de Chow, on peut les joindre par
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une courbe horizontale lisse. On s�intéresse au problème de caractériser les courbes
horizontales c : [0; � ]! R

3 d�extrémités c(0) = P et c(�) = Q pour lesquelles

`(c) =

�Z

0

j _c(s)jg ds.

est minimale. ` est la longueur de la courbe horizontale c par rapport à la
métrique g: L�énergie le long de la courbe horizontale c est donnée par

I(c) =
1

2

�Z

0

j _c(s)j
2
g ds.

Comme dans le cas riemannien, on remarque que pour minimiser la longueur il
su¢t de minimiser l�énergie. Ceci découle de l�inégalité de Cauchy-Schwarz

1

2

1Z

0

j _'(s)j
2
g ds �

1

2

0

@
1Z

0

j _'(s)jg ds

1

A

2

.

Si la courbe c est paramétrée par la longueur d�arc, j _c(s)j = 1; alors il est
équivalent de minimiser la longueur ou l�énergie.

Si c(s) = (x1(s); x2(s); t(s)) est une courbe horizontale, alors

_c = _x1X1 + _x2X2,

et si g est dé�nie par fX1; X2g, il vient

j _cj
2
g = g( _c; _c) = _x21 + _x22.

Le théorème de Chow (Théorème 1) nous permet de dé�nir une fonction distance
dC sur R3: Si (P;Q) 2 R3 � R3

dC(P;Q) = inf
�
`(c) j c : [0; � ]! R

3 horizontale, c(0) = P , c(�) = Q
	
:

Il est bien clair que dC , appelée la distance de Carnot-Carathéodory, satisfait
tous les axiomes d�une distance.

Nous allons maintenant caractériser les géodésiques sous-riemanniennes, à ce
e¤et, introduisons d�abord, la fonction de Hamilton. En général les géodésiques
obtenues par cette procédure sont appelées normales.

5.2. Formalisme hamiltonien sur le groupe d�Heisenberg. On considère la
distribution d�Heisenberg x! Dx = spanx fX1; X2g ;avec

X1 = @x1 + 2x2@t; X2 = @x2 � 2x1@t.

La fonction d�Hamilton H : T �(x;t)R
3 ! R est donnée par l�expression

H(�; �; x; t) =
1

2

3X

i=1

< Xi(x; t); (�; �) > ,

où <;> est le produit scalaire usuel sur T(x;t)R3 ' R3: Dans notre cas, le hamil-
tonien s�écrit
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(19) H(�; �; x; t) =
1

2
(�1 + 2x2�)

2 +
1

2
(�2 � 2x1�)

2:

Le système hamiltonien est donné par

(20)
_x = @H

@�

�
t = @H

@�

�

� = �@H
@x

�

� = �@H
@t

Les solutions c(s) = (x(s); t(s); �(s); �(s)) du système 20 sont appelées les extré-
males. On peut alors donner la dé�nition suivante

Dé�nition 5.1. Etant donnés deux points P (x0; t0),Q(x1; t1) 2 R3. Une géodésique
entre P et Q est la projection sur l�espace (x; t) d�une extrémale c : [0; � ]! R

3 qui
satisfait les conditions aux limites :

(x(0); t(0)) = (x0; t0); (x(�); t(�)) = (x1; t1):

Les géodédésiques obtenues par le formalisme hamiltonien sont appelées normales
ou (ou régulières).

Attention. En géométrie sous-riemannienne, il existe en général des courbes
minimisantes qui ne sont pas des extrémales, appelées minimiseurs anormaux (ou
singuliers). Pour le groupe d�Heisenberg, il n� y a pas de minimiseurs anormaux
comme on va voir plus loin.

Proposition 5.1. Pour le groupe d�Heisenberg, toute géodésique est une courbe
horizontale.

Démonstration. Soit c(s) = (x1(s); x2(s); t(s)) une géodésique. Le système

hamiltonien 20 donne :

_x1 = �1 + 2x2�; _x2 = �2 � 2x1�;

et alors

_t = @H
@�

= 2x2(�1 + 2x2�)� 2x1(�2 � 2x1�)
= 2x2 _x1 � 2x1 _x2.

qui est la condition d�horizontalité 9.

� Résolution explicite du système hamiltonien. Comme H ne dépend pas
explicitement de t, on a

_� = �
@H

@t
= 0;

donc � est constante le long de la solution.

Les équations

_x1 =
@H

@�1
; _x2 =

@H

@�2
;

donnent
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(21)
�
_x1 = �1 + 2x2�
_x2 = �2 � 2x1�:

Par di¤érentiation, on obtient

(22)
�
�x1 = _�1 + 2 _x2�

�x2 = _�2 � 2 _x1�

En utilisant _�i = �@H=@xi et le système 21 on obtient

(23)
�
_�1 = 2�(�2 � 2x1�) = 2� _x2
_�2 = �2�(�1 + 2x2�) = �2� _x1:

Des systèmes 22 et 23, on obtient

(24)
�
�x1 = 4� _x2
�x2 = �4� _x1;

où � est constante. Finalement, on peut écrire le système 24 sous la forme

(25) �x(s) = 4�J _x(s);

avec

J =

�
0 1
�1 0

�
et x =

�
x1
x2

�
:

La relation 25 décrit la projection de la géodésique sur l�espace x: En posant

_x(s) = y(s); l�équation 25 devient

_y(s) = 4�J y(s):

Sa solution est
y(s) = e4�J sy(0);

donc
_x(s) = e4�J sy(0)

En intégrant et en utilisant le fait que, J et e4�J s commutent, on obtient

(26)

x(s) = x(0) +
R s
0
e4�Juy(0)du

= x(0) + 1
4�J

�1e4�J sy(0) ju=su=0

= x(0)� 1
4�J

�e4�J sy(0) + 1
4�J

�1y(0)
= e4�J sK + C.

où K = �J y(0)=(4�) et C = x(0) +K:

Lemme 5.1. Si J =

�
0 1
�1 0

�
, alors e4�J s = R4�s; où R4�s désigne la rotation

d�angle 4�s dans le plan des x:
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Démonstration.

e4�J s =
1X

n=0

(4�s)nJn

n! = I
1X

k=0

(4�s)4k

(4k)! + J
1X

k=0

(4�s)4k+1

(4k+1)!

� I
1X

k=0

(4�s)4k+2

(4k+2)! � J
1X

k=0

(4�s)4k+3

(4k+3)!

=
1X

k=0

0

B
@

(4�s)4k

(4k)! �
(4�s)4k+2

(4k+2)!
(4�s)4k+1

(4k+1)! �
(4�s)4k+3

(4k+3)!

� (4�s)4k+1

(4k+1)! +
(4�s)4k+3

(4k+3)!
(4�s)4k

(4k)! �
(4�s)4k+2

(4k+2)!

1

C
A

=

0

@
cos(4�s) sin(4�s)

� sin(4�s) cos(4�s)

1

A

= R4�s:

En utilisant le lemme 5.1 et l�équation 26, on obtient

x(s) = R4�sK + C,

d�où
jx(s)� Cj = jR4�sKj = jKj = constante,

x(s) décrit donc un cercle de centre C et de rayon

jKj =
����J y(0)4�

��� =
���y(0)4�

��� =
��� _x(0)4�

���

Proposition 5.2. On considère une géodésique joignant les points P (x0; t0) et
Q(x1; t1); avec t0 6= t1:
(i) La projection de la géodésique sur le plan des x est un cercle ou un morçeaux

de cercle d�extrémités x0 et x1:
(ii) Si la projection est un cercle complet, avec x0 = x1; alors son aire est donnée

par
jt1 � t0j

4
:

Démonstration. i) Comme pour la solution du système hamiltonien discutée
plus haut.
(ii) Une géodésique est une courbe horizontale (Proposition 5.1), alors l�aire A

de sa projection dans le plan x et sa composante t véri�ent la relation

dA = �
1

4
dt:

Par intégration, on obtient

1Z

0

dA = �

1Z

0

1
4dt = t1�t0

4 :

Dans la proposition, 5.1 on a vu que pour la distribution d�Heisenberg, toute
géodésique est une courbe horizontale. La réciproque est fausse.
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En e¤et, c(s) = (s2=2; s; s3=3) est une courbe horizontale pour le groupe
d�Heisenberg, car elle véri�e la relation 9:

�
t(s) = s2 = 2(s2 � s2=2) = 2( _x1x2 � x1 _x2):

Mais d�autre part, le système 24 donne 4� = 1 et 0 = �4�s; contradiction.

5.3. Géométrie extrinsèque du groupe d�Heisenberg. Considérons la distrib-

ution d�Heisenberg x! Dx = spanx fX1; X2g. Dans cette section, on va introduire
une nouvelle structure sur D basée sur la notion de la 1-forme de connexion. C�est
un outil algébrique qui va nous permettre en particulier de donner des expressions
explicites des géodésiques sous-riemanniennes.

Dé�nition 5.2. Une 1-forme de connexion est une forme ! 2 T �R3 non nulle
telle que

kerx ! =Dx:

La forme ! est unique à un facteur multiplicatif près. Pour le groupe d�Heisenberg,
on choisit la 1-forme standard:

! = dt� 2x2dx1 + 2x1dx;

avec la proporiété !(@t) = 1:

A la 1-forme de connexion ! 2 T �R3, on associe une 2-forme, appelée la 2-forme
de courbure comme suit

Dé�nition 5.3. La 2-forme de courbure de la distribution D est 
 : D �D ! F(R3);

(27) 
(U; V ) = d!(U; V ):

Pour la distribution d�Heisenberg on a

(28) 
 = 4dx1 ^ dx2:

SiD appartient à la géométrie sous-riemannienne intrinsèque, la 2-forme 
 décrit
la géométrie extrinsèque du groupe d�Heisenberg. En général la 2-forme 
 décrit
le degré de non-intégrabilité de la distribution.

Dé�nition 5.4. La paire (R3; !) est appelée variété de contact si ! ^ 
 6= 0:

Pour notre cas on a

(29) ! ^ 
 = 4dt ^ dx1 ^ dx2;

Le groupe d�Heisenberg est donc une variété de contact. Inversement et d�après le

théorème de Darboux, toute variété de contact est localement un groupe d�Heisenberg.

� Plan osculateur. Le plan osculateur en une courbe c(s) = (x1(s); x2(s); t(s))
est l�espace dé�ni par :

span f _c(s); �c(s)g :

Proposition 5.3. Soit c(s) une courbe. Alors c(s) est horizontale si et seulement
si le plan osculateur en c(s) coincide avec Dc(s), pour tout s:
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Démonstration. Si span f _c(s); �c(s)g = Dc(s), alors _c(s) 2 Dc(s) et la courbe
c(s) est horizontale. Inversement si c(s) est horizontale, alors _c(s) 2 Dc(s): Il su¢t
de montrer que �c(s) 2 Dc(s). La condition d�horizontalité donne

_t = 2x2 _x1 � 2x1 _x2:

D�où, par di¤érentiation

�t = 2 _x2 _x1 + 2x2�x1 � 2 _x1 _x2 � 2x1�x
= 2x2�x1 � 2x1�x2:

Le vecteur accélération le long de c(s) est

�c = �x1@x1 + �x2@x2 + �t@t
= �x1(@x1 + 2x2@t)� 2x2�x1@t + �x2(@x2 � 2x1@t) + 2x1�x2@t + �t@t
= �x1X1 + �x2X2 + (�t� 2x2�x1 + 2x1�x2)@t
= �x1X1 + �x2X2

et �c 2 Dc.

Corollaire 5.1. Pour toute courbe horizontale c on a

(30)
�c = �x1X1 + �x2X2
�t = 2x2�x1 � 2�x2x1:

Dé�nition 5.5. La structure complexe du plan horizontale est la donnée d�une
application

J : D ! D

avec

(31)
�
J(X1) = �X2
J(X2) = X1

On va se servire de cette structure pour écrire les équations des géodésiques sur
le groupe d�Heisenberg.

Proposition 5.4. Une courbe c est une géodésique sur le groupe d�Heisenberg si et
seulement si
(i) c est horizontale et
(ii) c satisfait

(32) �c = 4�J _c

Démonstration. Si c(s) = (x1(s); x2(s); t(s)) est une géodésique, alors d�après
la proposition 5.1, c(s) est horizontale. En utilisant le corollaire 5.1 et le système
24 on obtient

�c = �x1X1 + �x2X2
= 4� _x2X1 � 4� _x1X2
= 4� _x2J(X2) + 4� _x1J(X1)
= 4�J( _x1X1 + _x2X2)
= 4�J( _c ):
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Réciproquement. Supposons que (i) et (ii) ont lieu et montrons que c est une
géodésique en utilisant la dé�nition 5.1. La condition d�horizontalité (i) peut s�écrire
_t = @H

@t ; qui est l�équation hamiltonnienne pour t et l�équation 32 conduit au système
24. Soient x1(s) et x2(s) les solutions de ce système et on dé�nit dans l�espace
cotangent, la courbe suivante


(s) = (x1(s); x2(s); t(s); �1(s); �2(s); �);

avec

�1 = _x1 � 2x2(s)�; �2 = _x2 + 2x1(s)�;

où � est constante. Alors 
(s) est une extrémale du système 20 associée au hamil-
tonien 19 et sa projection sur l�espace (x; t) est une géodésique. Par conséquent
c(s) est une géodésique.

Proposition 5.5. Soit g une métrique sous-riemannienne dé�nie par les champs
de vecteurs X1 et X2: Alors g possède les propriétés suivantes :
i) g(JU; JV ) = g(U; V ); pour tout U , V 2 D, c�est à dire g devient une métrique

Kählerienne sur Dx pour tout x 2 R
3;

ii) 
(U; V ) = 4g(U; JV ); pour tout U , V 2 D.

Démonstration. i). Soient U , V 2 D, U = U1X1 + U
2X2 et V = V 1X1 +

V 2X2. En utilisant les transformations JX1 = �X2 et JX2 = X1 on obtient :

JU = �U1X2 + U
2X1

JV = �V 1X2 + V
2X1:

Comme X1 et X2 sont orthonormés, alors

g(JU; JV ) = g(U2X1 � U
1X2; V

2X1 � V
1X2)

= U1V 1 + U2V 2

= g(U1X1 + U
2X2; V 1X1 + V

2X2)
= g(U; V );

et la métrique g est invariante par J .

ii)


(U; V ) = 
(U1X1 + U
2X2; V

1X1 + V
2X2)

= (U1V 2 � U2V 1) 
(X1; X2)
= (U1V 2 � U2V 1) (X1!(X2)�X2!(X1)� !([X1 ; X2])
= 4(U1V 2 � U2V 1)!(@t)
= 4(U1V 2 � U2V 1)
= 4g(U1X1 + U

2X2; V
2X1 � V

1X2)
= 4g(U; JV ):

On dit que 
 est la 2-forme fondamentale associée à la métrique Kählerienne g.

De l�anti-symétrie de 
 il, découle,

Corollaire 5.2. Pour tout U 2 D on a

(33) g(U; JU) = 0:
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� Interpréation géométrique de 
:
On peut interpréter 
 comme une aire. Ceci est une conséquence du calcul

suivant


(U; V ) = 4dx1 ^ dx2(U; V )

= 4

������

dx1(U) dx1(V )

dx1(U) dx1(V )

������

= 4

������

U(x1) V (x1)

U(x2) V (x2)

������
= 4

������

U1 V 1

U2 V 2

������

Proposition 5.6. Soit c(s) une géodésique, alors pour tout U 2 D on a

(34) �
(U; _c) = g(U; �c):

Démonstration. En e¤et, �
(U; _c) = 4�g(U; J _c) = g(U; �c):

Pour � = 0; on obtient g(U; �c) = 0 pour tout U 2 D, d�où �c = 0 et �c1(s) =
�c2(s) = 0: Ce qui conduit au résultat déja vu (Proposition 4.2).

Corollaire 5.3. Si c(s) est une géodésique avec � = 0, alors

c(s) = (as; bs; t0);

où t0 est constante.

La proposition suivante, donne quelques propriétés de la vitesse et de l�accélération
via la métrique sous-riemannienne.

Proposition 5.7. Soit c(s) une géodésique. Alors
(i) La vitesse _c et l�accélération �c sont perpendiculaires par rapport à la métrique

sous-riemannienne g.
(ii) La magnitude de _c (rep. de �c) est constante le long de la géodésique par

rapport à la métrique sous-riemannienne g.

Démonstration. i) On a g( _c; �c) = �
( _c; _c) = 0:
ii) Par di¤érentiatin on obtient

d

ds
g( _c; _c) = g(�c; _c) + g( _c; �c) = 0:

iii) Comme �c est horizontale, alors l�équation 32, la Proposition 5.5 et (ii) donnent

g(�c; �c) = 16�2g( _c; _c) = constante.

Remarque 5.1. Dans R3, la courbure d�une courbe c(s) est la fonction dé�nie par

k(s) = j _T (s)j;

où T (s) = _c(s)
j _c(s)j est le vecteur tangent unitaire. Si la courbe est paramétrée par la

longueur d�arc, j _c(s)j = 1, la courbure est alors

k(s) = j �c(s)j:
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Proposition 5.8. La courbure d�une courbe géodésique est constante,

k(s) = 4�:

Démonstration. Supposons que la géodésique est paramétrée par la longueur
d�arc, alors

k(s)2 = g(�c; �c) = 16�2g( _c; _c) = 16�2:

Dans la proposition suivante on donne la structure complexe de la distribution en

fonction de 
 et des champs de vecteurs X1 et X2:

Proposition 5.9. Pour tout U 2 D on a

J(U) =
1

4
(
(X1; U)X1 +
(X2; U)X2) :

Démonstration. A cause de la linéarité, il su¢t de montrer la relation pour
les champs de vecteurs X1 et X2: Remarquons d�abord que


(X1; X2) = 4dx1 ^ dx2(X1; X2) = 4

����
1 0
0 1

���� = 4 = �
(X2; X1);

d�où

JX1 = �X2 = 1
4
(X2; X1)X2 = 1

4 (
(X1; X1)X1 +
(X2; X1)X2) ;

JX1 = �X2 = 1
4
(X2; X1)X2 = 1

4 (
(X1; X2)X1 +
(X2; X2)X2) :

5.4. Formalisme lagrangien sur le groupe d�Heisenberg. On associe au hamil-
tonien 19, la fonction L : TR3 ! R, appelée lagrangien, qui est la transformée de
Legendre de H en ( _x; _t) :

(35)
L(x; t; _x; _t) = max

�;�

�
�1 _x1 + �2 _x2 + � _t�H(�; �; x; t)

�

= max
";�
F (x; t; _x, _t; �; �):

C�est la distance maximale entre l�hperplan < �; _x > +� _t et la surface convexe
donnée par le hamiltonien H dans R6:
Le maximum recherché satisfait,

(36)
@F

@�
= 0;

@F

@�
= 0:

Les équations 36 s�écrivent

_x1 =
@H

@�1
; _x2 =

@H

@�2
; _t =

@H

@�
= 0;

d�où

(37) _x1 = �1 + 2x2�; _x2 = �2 � 2x1�; _t = 2x2 _x1 � 2x1 _x2:

En utilisant les relations 37, le lagrangien devient:
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L(x; t; _x; _t) = �1 _x1 + �2 _x2 + � _t�
1
2 (�1 + 2x2�)

2 � 1
2 (�2 � 2x1�)

2

= ( _x1 � 2x2�) _x1 + ( _x2 + 2x1�) _x2 + � _t�
1
2 ( _x

2
1 + _x22)

= ( _x21 + _x22) + �( _t� 2x2 _x1 + 2x1 _x2)�
1
2 ( _x

2
1 + _x22)

= 1
2 ( _x

2
1 + _x22) + �( _t� 2x2 _x1 + 2x1 _x2):

En utilisant la 1-forme de connexion !; on peut écrire

(38) L(c; _c) =
1

2
( _x21 + _x22) + �!( _c);

où c = (x1; x2; t): On s�intéresse au problème de minimiser l�intégrale (l�action)

(39) S(c; �) =

�Z

0

L(c; _c)ds:

L�action est composée de deux expressions : l�énergie cinétique et la contrainte
non holonome. La constante � est appelée, multiplicateur de Lagrange. Les courbes
c qui sont les points critiques pour l�action S(c; �) doivent satisfaire le système
d�équations d�Euler-Lagrange

(40)
d

ds
(
@L

@ _c
) =

@L

@c
:

Proposition 5.10. Une solution du système d�équations d�Euler-Lagrange 40 est
une géodésique si et seulement si elle est une courbe horizontale.

Démonstration.Toute géodésique est une courbe horizontale. Il su¢t de mon-
trer que toute courbe horizontale solution du système 40 est une géodésique.

Si c = (x1; x2; t); le système 40 s�écrit

d

ds
(
@L

@ _xi
) =

@L

@xi
;

d

ds
(
@L

@ _t
) =

@L

@t
;

ce qui donne

�x1 = 4� _x2; �x2 = �4� _x1; _� = 0:

On conclut la preuve grâce à la proposition 5.4.

Proposition 5.11. Le lagrangien 38 est invariant par translation à gauche par
rapport à la structure de groupe d�Heisenberg, i.e.

L(c;
�
�c) = L(c; _c);

où c = Lac; pour tout a 2 H:

Démonstration. Si c = (c1; c2; c3); c = (c1; c2; c3) et a = (a1; a2; a3); alors

c1 = a1 + c1 )
�
�c1 = _c1

c2 = a2 + c2 )
�
�c2 = _c2

c3 = a3 + c3 � 2(a1c2 � a2c1))
�
�c3 = _c3 � 2(a1 _c2 � a2 _c1);

alors l�énergie cinétique est invariante à gauche



GÉOMÉTRIE SOUS-RIEMANNIENNE 21

1

2
( _c21 + _c22) =

1

2
(
�
�c
2

1 +
�
�c
2

2):

La contrainte d�horizontalité

�
�c3 � 2c2

�
�c1 + 2c1

�
�c2 = _c3 � 2(a1 _c2 � a2 _c1) � 2(a2 + c2 ) _c1 + 2(a1 + c1) _c2

= _c3 � 2c2 _c1 + 2c1 _c2:

D�où le lagrangien est préservé par les translations à gauche.

Corollaire 5.4. Les solutions des équations d�Euler-Lagrange 40 sont invariants
par les translations à gauche sur H:

Proposition 5.12. Soient c une géodésique et c = Lac, alors
(i) c est aussi une géodésique,
(ii) c et c ont la même longueur.

Démonstration.(i) Si c est une géodésique et c = Lac; il vient de la proposition
5.10 que la courbe c est horizontale et est solution du système 40. En appliquant
le corollaire 5.4 et la proposition 4.3, on obtient que la courbe c est solution des
équations d�Euler-Lagrange 40 et elle est horizontale. En utilisant la proposition
5.10, on trouve que c est une géodésique.

(ii) D�après le corollaire 4.2
�
c = _c1X1=�c + _c2X2=�c

et donc j _c j2 =j
�
c j2 : Utilisons la proposition 5.7 (ii)

`(c) =

1Z

0

j _c j ds =j _c j=j
�
c j=

1Z

0

j
�
c j ds = `(�c):

Un problème intéressant est de caractériser le nombre de géodésiques qui peuvent
joindre deux points donnés et aussi d�étudier leurs propriétés métriques. Ce prob-
lème se ramène, d�après la proposition 5.12 à l�étude des géodésiques qui partent
de l�origine.

6. Minimiseurs singuliers sur la variété d�Heisenberg

L�objectif de cette section est de mettre en évidence l�existence d�une classe de
géodésiques "exceptionnelle", en géométrie sous-riemannienne. Ce type de courbes
minimisantes qui n�existe pas dans le cas de la distribution d�Heisenberg, a été
découvert par Montgomery [11].
On considère alors, la distribution dé�nie par les deux champs de vecteurs

(41) X1 = @x1 +A1(x)@t; X2 = @x2 �A2(x)@t;

avec A1; A2 2 C1(R3): Si g est une métrique sous-riemannienne sur D, le triplet
(R3;D, g) est appelé variété d�Heisenberg [4]. Les variétés d�Heisenberg sont des
variétés sous-riemanniennes qui ressemblent localement au groupe d�Heisenberg,
mais qui ne sont pas nécessairement dérivées d�une structure de groupe.
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Comme pour toute courbe c = (x1; x2; t); le vecteur vitesse peut s�écrire

_c = _x1@x1 + _x2@x2 + _t@t
= _x1X1 + _x2X2 + (_t� _x1A1(x) + _x2A2(x))@t:

La courbe c est horizontale si et seulement si

(42) _t� _x1A1(x) + _x2A2(x) = 0

Si la métrique sous riemannienne g est dé�nie par les champs de vecteurs X1; X2;
alors pour toute courbe horizontale c on a

j _cj
2
g = g( _c; _c) = _x21 + _x22:

Le lagrangien est donné par

(43)
L(x; t; _x; _t) = �0

2 j _cj
2
g + �(s)!( _c)

= �0
2

�
_x21 + _x22

�
+ �(s)( _t� _x1A1(x) + _x2A2(x));

où

(44) ! = dt�A1(x)dx1 +A2(x)dx2;

est la 1-forme qui s�annulle sur la distribution, i.e. D = ker!:

Le calcul des variations montre qu�il existe deux classes de courbes minimisantes

� la classe des courbes minimisantes régulières (ou normales) : ce sont les courbes
obtenues en prenant le lagrangien 43 avec �0 6= 0.
� la classe des courbes minimisantes singulières (ou anormales) : ce sont les

courbes obtenues en prenant le lagrangien 43 avec �0 = 0.

L�intersection des deux classes n�est pas vide.

Pour obtenir les courbes minimisantes singulières sur la variété d�Heisenberg, on
considère le lagrangien 43 avec �0 = 0

(45) L(x; t; _x; _t) = �(s)( _t�A1(x) _x1 +A(x) _x2):

Des équations
@L

@ _t
= �(s) et

@L

@t
= 0;

il vient que _�(s) = 0; i.e., le multiplicateur de Lagrange � est constant.

Nous avons aussi

@L
@ _x1

= ��A1;
@L
@x1

= ��@A1

@x1
_x1 + �

@A2

@x1
_x2

@L
@ _x2

= ��A2;
@L�

@x2
= ��@A1

@x2
_x1 + �

@A2

@x2
_x2:

Les équations d�Euler-Lagrange,

(46)
d

ds
(
@L

@ _xi
) =

@L

@xi
; i = 1; 2;

donnent
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(47) �(
@A1
@x2

+
@A2
@x1

) _x1 = 0; �(
@A1
@x2

+
@A2
@x1

) _x2 = 0:

La distribution D = spanfX1; X2g est non intégrable si et seulement si (voir 8)

d! ^ ! 6= 0;

comme on a

(48) d! = (
@A1
@x2

+
@A2
@x1

)dx1 ^ dx2; d! ^ ! = (
@A1
@x2

+
@A2
@x1

)dx1 ^ dx2 ^ dt;

il vient que ! est non intégrable si et seulement si

(49)
@A1
@x2

+
@A2
@x1

6= 0:

Supposons que l�on a la condition de non intégrabilié 49 et soit � 6= 0; alors 47
implique _x1 = _x2 = 0 et de la contrainte d�horizontalité _t = A1(x) _x1 � A2(x) _x2; il
vient que _t = 0 et la courbe c(s) = (x1(s); x2(s); t(s)) dégénère.

On obtient alors le résultat suivant :

Proposition 6.1. Si la condition de non intégrabilité 49 a lieu, alors pas de
géodésiques singulières pour les champs de vecteurs 41.

Pour le groupe d�Heisenberg, on a

! = dt� 2x2dx1 + 2x1dx2;

alors A1(x) = 2x2 et A2(x) = 2x1 et la condition de non intégrabilité 48 a lieu,
donc pas de géodésiques singulières pour la distribution d�Heisenberg.
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